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� ���������	��

���������� �������� �������� 	� ��	�� ��� ��������� ����	����	� �����������	�
����������� ��� �����	� ����	���� ������
 ��� �� ����!�� ���������� �� !�� �"�
��	��� ������
 ��� �	�� ��������
 	�� ��� ��������� ������# $�� %��� ���
������� �� ����!�� ������������� ����� 	��  	��� �� ������	����	��� ��&����
��� ����# ��������� �������� '(�� ���� ����� ������� ��� ������� �	�������
��� ��� )*+,
 �+���
 *	 ��- �� ��� �������� ��� ��� ��� )���
 ��.	�	�/0+,-#

�� 	�� �� ��������� 	 ��� �� ����!�� ���������� ������ ��	� �	�  � ����
��� !�� �"��	���# $��� �� ��� �� �	�� �������  	��� �� ��� ��&����� �� �������
	 ������ �� ��������	� ���	�����# '(�� �� ���� ��	�� 	�� ���	��� ������ �� 	�
MQ
 ������	��	��
 �� ��������	�� 	��� �������#

������ �� �������
 ��� �� %��� 	����� ��� ������	 �� �������� �� ��� ����	����
��� 	�����	���� ������� 	� 	�� ���� *+, ���� 1��� %��# 2�� ��	��� �� ��� ���������#
���� ��	���� ��������� ��	� �	� �	���� 3444 ��	����  ���  ������ ��	����

������ �����	
�� 5+��637 �	�  ��	! 	�� ��� 	 ������������ ��	����	� ����������
���� ���� ����!��# MQ�������� 	�� 	���� ��� 	�����	���� '(�� ��	� 	�� ��	!�
����  � ��	���� ��������� )��	 .�����8� ,�������� 5.��697-
  �� ��� �	�	���
�������# ,������ �� ���  ����� �&������ �� �������� )����
 ����� �� ���� 	��	-
��	��# $��� �	� ��� �� �� �� ����!�� ��������	��� �� ������������ ������������

�� �	!� �� ���� ���	��� ���������� ����� �� 	���	�� ��� '(:#

�� ���� ��������� MQ�������� )+��# ;-
 	�� ������� ����� ��	�� �� ��� 	�� ��
+��# <# �� ��������� ��� �����	� �	� �� ��� ������� �� +��# 3
 	�� �"��	�� ���
���	  	��� �� 	� �����	� �� ��� �������� ���	����	� �������# ������� ���	��� 	��
����� �� +��# = 	�� ��� ,���������# ,������ �� �������� 	�� �!������ �� +��# 9>?

	�� �� �������� ���� 	 ���������� �� �������	��� 	�� ������ ����� �������#


 ����� 
���	���	��� �� MQ��������

,� MQ������� �� 	 ������������ ����� �������� ������ �� ���� ��� ����

����� ��� �����	 p1 = p2 = · · · = pm = 0
 ����� �
�� pi �� 
 ��
��
���

������	�
� �� x1, . . . , xn� ��� ���������� 
�� �
��
���� 
�� �� K = GF(q)�

$��� ��� ��� �� �	���� MQ )��� ������	��	�� ��	��	����-# $�� ������"���
���	��� ������ �� q
 ��� ��@� �� ��� %���� %��� K )���	��� �	���� ��� �
�� ����-#
5.AB67 ������ MQ ��  � �������	��� C'��	�� ���� ���� ��� ��	����� %���
 �#�#

���� q = 2# 2� ������
 ��	� ���� ��� ������	���� ����� MQ ��  � ��&���� ��


���
��
  �� ����	����� �"���� ������� ���� �"���� �� ��  � �"�������	������#
$�� �� ��� �	� P �� ��� ��� �� ��	��	���� (p1, . . . , pm)# 2� ������
 �� ����

	 ��	����� ��  ���� 	 �� ����!�� ������������# :� ����� ��	����	� MQ��������

���� �� 	�����������  � �	���� 	 P ��	� �� �������� �� ����� �	�� 	� �� P =
T ◦ Q ◦ S# Q �� ��� ���
�
� �
� 	�� �� �� ��	��	���# S 	�� T 	�� ����	� )	&��-
�	��# �� �	� ����� ���� 	� S : x �→ x′ = MS x+ cS 
 T : y′ �→ y = MT y′ + cT #

+��� 	������ 	��� ��������� ���� 	� P : x ∈ K
n S�→ x′ Q�→ y′ T�→ y ∈ K

m# �� �	�
��� P(0) = 0# $�� �� ��� !�� �� ���� ��� mn(n+3)/2 ��������	�� ���&������ ��
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P )�� 	����� q > 2-# $�� ������ !�� �������� ��� n(n + 1) + m(m + 1) �������
�� (M−1

S , M−1
T , cS , cT )
 ���� �	�	������ �� Q ������ ��� �	!��� ��� �������#

:� Q �� 	 �	���� ��	��	���
 ���� P �����  � ���	��� �	���� 	�� ����	�� ��
�� ���������# ��� ��	� �� ������� ��
 ����� �� ���� �� ������ Q �&�������# $���

�� �����	
� �� 
� MQ������� ������� �� 
�� 	���
�	�	�	
� �� ��������	�� �
��

	� 
��	
	�� 
� 
�

 �� ����	�� �
��� ���
����

� ������� MQ�������� ��� ��������

5�'4=7 �� 	 ���� ��������� �� ��� �������	���� 	�� ��	����������	�� �� MQ�
������� ���	�# ,�������� �� ��� ��	���%�	����
 !���� MQ�������� )�"�	�� 	��
 ��!��- 	�� 	 �	����� �� ����%��� 	������ �� ���� ��D�����  	��� ��	������ )	��
����  � ����%�� �� ��	�����- 	�� ��� ��� ��	������

C∗ �� ���� C∗ )	�� ���  ����- �	�  � ����  ��� ��� �����	� ����	�����
	�� ��� ����������# '�������  � E	��������:�	� 5E:??7
  ��!�� 	�� ���
�	����  � '	�	��� ���� ��� ����	���� ������ C∗− �� E:,− 5'	�6=
 '.�6?7#
C�++:������������� +��,+� 5C�����
 '�.4F	7 �� 	� ����	���# 0��� ����
����� 'E:+ )E:,i+- ��� ���������� 50.4=7 )	 ����%�	���� ���� ��� ����
������ E:,i 50��437 	���� ��� �����	�	����� �� ������ �
 
� 5�.+4=7-#

���� $��  	��� ������ �� '	�	���8� ������ ����� ���	����� 5'	�697 ��  ��!��
)5�0�4<
 �A4<7-
  �� ���− �� ���v− )�� GH,*$I
 5'�.4F7- ��� ����	�
����� 	�� ���i )�� :'���
 50+4=7- ��� ���������� 	�� ���# $��� ����� ��
������� 	��  �������  � ��� ���� ����	�� �	�#

	
�� H� 	�	�����2���	���J����	�  � (����� �
 
� 5('.667
 	 ����%�	���� ��
��� �	����� 	��  ��!�� 5(+6?7 2���	���J����	�# H����� ��� ������� ���� 	��
������ ���� ��� ���� 	�!�	�� ������� �� �	�	������ 5��'4=7
 ����� ���	���
	���	�� �� ��� ��	���� ���� +$+#

�
�� +������� $��	����	� +�����# J	��	 ��� 	�� ������ ���  � ��� �� ������
�	�����# $���  	��� ��	����� 	�� ��� ± ����%�	����� ��  ��!��  � ����������
�� 5.�447 )	��� 5�+J6<
��'43

�4=7-# ��� ������ ��	���
����� �������

�
��	
�� ,  ����� �	�� �����  � ��2J )�
����� ���
�
���� �	��
���

�	���
�-# :� ��������
 �����	� �	��	 ��� 	�� 	���� 	�� ����	� ������� 	��
������ 
 �
 H2J# ,�� �"�	�� �"	����� 	�� ���� ��� ����	���� �������#
$�� %��� �� ��$$+ )���	���� $	�� $�	������	���� +���	����
 5
�4=7-

����� �� 	 ��
��� �
�	
�
 1��� ��!� $*E+ )$�	��	 �� *	����	� E	� +���	�
����
 5���+4=7-# :� ��� �������� �	��� *	�� �� 50+4=	7
 0��� �
 
� ������
�� ���� ��� ��	�����#

�
���� +������� $��	����	� +����� *���	���# :���	���� �� ���	����	� ���� 	��
�	�� �� ����� ������	 �� �	�! ������	 ������� �� 	 ���	����	� ������#

5�'4=7 �	��� E:,/��� �	�������� )5
�4=7 ����� ���� �	������-# $���� 	�� ���
������ ���� ��� ������ �	��� %��� ���� ������ ��� �� ��� �	� �� ���� 	 ��	����
%���# +$+/H2J �� �� �����	�� �	���� �	��������� �� 
��� 5�'4=

�4=7  ��	���
�� 	���	��� ���! ���� ��� %��� �����# C��� ��	� �� $*E+ �����	� %��� �"��������
	�� ���� 	� ����# ��� �� �� �"�	�� 	�� ��������
 �� ��� ��	� ���� ���� ����� ��
���	�� 	� �&��������������� �� ��	��� �����	� �	�#
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� � ������� 
�� ��� �� MQ�������� �� 
��	��  	����

�� ��� ������ � ��� ���	
 	 �����	� �	� Q ���� 	 ���� ��D����� K	����

F# �� ��� ���������� ��� ����	�� �	� ��� �	������	� %��� �"������� L 	 ��� ���
 	�� %��� K# ��� ���� %��� �"������� ���� ��� ����� )��	���- 	�� ��� �	��	 ���#
�����
 �� 	�� ��� ��	���� ���� 	 �	������ MQ������� ��!� �� E:, �� ���#
����� ��� ����� LE����� �����M 	�� ��� �	�� E��#

;# �� 	�� ������� ��� ��� �	��	 ��� �� �������� �	�����
 �	
���
 ��	�� �	���

�
� �
�	
����# :�����
 ��� ������ �����  � �	�� �� ������� �������	��� ����
$$E 5E��667
 ����� ��������� ��� +$+�* 	����	��
 �� ��� ��� ��� ����
	����	� �	�� �� ����� ��� ������	� ��	�� ��� �� ��� ���	����# �������
 	��
���������	����� �� $$E �	� �	�	� K	��
 	�� ��� ���������� 	�� ���	� 	��
�	���	��� ��D�����
 ��������� ��	� �	��  ��� �	���� L��	��	 �� �	����	� �	��M
5��437#

<# 2�� �������� 	� ��	����	� �"	���� ���� �	�� 	  	�� %��� �� K = GF(216)#
����� �� �� ��� ��!���� ��� ������	��	��� �� �	�� ���� 	  	�� %���
 �� ��
���	��� ��� ������ �� ��	���� �� ��� �������� ��	����# ���� �� 	�� ���������
���� ��� ������ �� �� ��� ���� 	  �� %���#

3# 2�� ��������� �	����� �"	���� ������ �� 	��� 

����	�� 5
�4=7# $��� �	!��
��� !�� �����	���� ������� ���� �&�����#

��� 
�� ������� ���

�� ��%�� Q : L
12 → L

15 	� ��������

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Y1 = X1 + X5X8 + X6X7 + Q1;
Y2 = X2 + X9X12 + X10X11 + Q2;
Y3 = X3 + X1X4 + X2X3 + Q3;
Y4 = X1X5 + X2X7; Y5 = X1X6 + X2X8;
Y6 = X3X5 + X4X7; Y7 = X3X6 + X4X8;
Y8 = X1X9 + X2X11; Y9 = X1X10 + X2X12;
Y10 = X3X9 + X4X11; Y11 = X3X10 + X4X12;
Y12 = X5X7 + X2X11; Y13 = X5X10 + X7X12;
Y14 = X6X9 + X8X11; Y15 = X6X10 + X8X12.

)F-

���� �	�� Xi 	�� Yi �� �� L = K
k# +���� L = K

k# �� ����� X1, X2, X3, Q1, Q2, Q3
���� ���������� �� K

k
 ���� ��	� q1 = 0, q2 = (x′
1)2 	�� ��� i = 3 · · · 3k
 qi �� 	

���� �� ���� 	 �	���� ��	��	��� �� �	��	 ��� (x′
1, . . . , x

′
i−1)#

X1 =

�
����

x′
1

x′
2
�

�

�

x′
k

�
���� , X2 =

�
����

x′
k+1

x′
k+2
�

�

�

x′
2k

�
���� , X3 =

�
����

x′
2k+1

x′
2k+2

�

�

�

x′
3k

�
���� ; Q1 =

�
����

q1
q2
�

�

�

qk

�
���� , Q2 =

�
����

qk+1
qk+2

�

�

�

q2k

�
���� , Q3 =

�
����

q2k+1
q2k+2

�

�

�

q3k

�
����.
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��� �� ������� �� ��� ������� ���

����� �� �	� 	��	���X1, X2, . . . , X12, Y4, Y5, . . . , Y15 ∈ L
 ���� 2×2 �	�������

M1 =
[
X1 X2
X3 X4

]

, M2 =
[

X5 X6
X7 X8

]

, M3 =
[

X9 X10
X11 X12

]

;

M1M2 =
[
Y4 Y5
Y6 Y7

]

, M1M3 =
[

Y8 Y9
Y10 Y11

]

, MT
2 M3 =

[
Y12 Y13
Y14 Y15

]

.

);-

Q �� �������� �� ����� ���	����	� �����
 ������ ����	� 	��� �	 ����� ��	�

Y4Y7 − Y5Y6 = det(M1M2) = det M1 detM2,

	�� �����	���


Y8Y11 − Y9Y10 = detM1 detM3, Y12Y15 − Y13Y14 = det M2 detM3.

$���
 !������ Y4, . . . , Y15
 �� �	� %�� detM1
 det M2
 	�� detM3
 ��������
��	� ���� �� ���� �� @��� )�� ���� ���� 	 ���	������� �	!��� ����	����
 ����� ��
���������� 	�� ����
 	�� ��� ���� �	�� > 	� �� ��	�� ���� > �� 	 char = 2 %���

	�� ��� 	�������	���� ������ k-# �������

Y1 = X1 + detM2 + Q1, Y2 = X2 + det M1 + Q2, Y3 = X3 + detM3 + Q3.

$��������
 �	���� ����� detM1, detM2, detM3
 �� ������ ��� ���������� ��
Y1, Y2, Y3 �� 	 ���	����	� ���� �� ��� xi�

X1 + Q1 = Y1 +
�

(Y4 × Y7 + Y5 × Y6)(Y8 × Y11 + Y9 × Y10)(Y12 × Y15 + Y13 × Y14)−1

X2 + Q2 = Y2 +
�

(Y4 × Y7 + Y5 × Y6)(Y8 × Y11 + Y9 × Y10)−1(Y12 × Y15 + Y13 × Y14)

X3 + Q3 = Y3 +
�

(Y4 × Y7 + Y5 × Y6)−1(Y8 × Y11 + Y9 × Y10)(Y12 × Y15 + Y13 × Y14)

���� �� 	���� 	 ������ ���	����	� ���� �� ������� X1
 X2
 	�� X3 ���������
 � ���������# :� X1 �= 0
 ���� detM1 �� �	� 	��� %�� X4# �� �	� ��� � �	��
��� ���� �� ��� �	��	 ���# ������� !� !� ��� ��"�����# �� ���� X1 �= 0� $���
���� �	!� 	 ��D������ �� ��� �������� 	�	����� N �� ���� ��� ���	���
 ���	�� ���
,������" �#

:� ���	��� �� K��� ��� ��� �!����	� �����������
 �"��	�� ��� ������ ���������

	�� ��� �� ���� ��� ��� 	����	�� 	����� ��� ����	!�� �	�� �� �	����� �������#

! ������ �����������	��� "�	�# � $��%��& ��������

�� ��	��  � �	!��� L = K
4# �� ���� ��� )��� ����������- qi = cixi−1xi−2 ���

i = 3 · · · 11# S 	�� T 	�� ������������ 	&�� �	�� �� L
12 	�� L

15
 ��������
	�������� �� ��# = ���� ��	� ��� ������	�� �� ��� �	� P = T ◦ Q ◦ S ���� ���
�	�� 	 �����	�� ����#
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$�� 
�� ��%��� �"��%� �����

�� ���� �	!� K = GF(216)# K �� ����������� 	� 	 ���������� �"������� ��
GF(28)
 	�� L 	� 	 ������ ���� �"������� �� K ��	� �� 	 ����������� �� ���
���������� �"��������# �� �������� �� GF(28) ��	 	 256× 256 )93!�- �	 ��# ��
�	� 	�����	������ ��� ����	����"� �	 ���
 ����� 	�� ������	� ������#

���� GF(28) �� L �� ���� �� �� ����� ���������� �"��������# $��� �	�  �
	����  � ��� ��������� � ����	����� ��� F ′ = F [x]/(x2 + x + α)  � 	 �	��� deg�
; �"������� �� ��� char�; %���� %��� F 
 ���� �� �� F ′′ = F ′[y]/(y2 + y + αx) 	
�	��� �"������� �� F ′# $�� 	��������� �� ��� L�����M �"�������� �	� ����  � ����
�&������� ����� (	�	��� 	 ���������	����/��������� )5(29<7-�

(ax + b)(cx + d) = [(a + b)(c + d) + bd] + [αac + bd] , )<-

�����	���
 (ax + b)−1 =
[
b(a + b) + αa2]−1

[ax + (a + b)] ; )3-

����� �� 	�� ����	���� �� 	 %��� �"������� ���� F �� F [x]/(x2 + x + α)# E���
������	����  � α �� 	 ��� �	���� ��	� 	 �����	� ���������	����  ��	��� �� �� %"��#
+��	���� �� 	��� �	���� ��	� 	 �����	� ���������	����# :�����
 �� %�� 	 ����	�
 	��� �� GF(28)
 �#�#
 	� x ���� ��	� (x, x2, x4, x8, x16, x32, x64, x128) ����� 	  	���
�� GF(28)
 	�� ���������  � 	  ���

∑7
i=0 bi2i ��� �������

∑7
i=0 bix

2i ∈ GF(28)#
����� 	 ���������	���� )�� �����"�- �	 �� 	����������# +��	���� ����  ����� ��
���� ��	� 	  ��� ���	����# :� �� ���������� ���� ��� ��� ���������	����� ��	�
�	
� ����� ��
�
 �

�� 	� 
�� 
���� 
 ���
	��	�

	�� �� �	�	�	�� 

��� 
 �	

��

���� 
�
� 3× 
	��� � �!�
�	�� 
��
�� ���
 ���� 
�
� 1/10 �� 
 ���
	��	�

	���

&�#� ��� '������!��� $�� ����	�� !�� �� ��� ���&������ �� S
 T 	�� ��� ci8�
��� 	 ���	� �� =
643 �������� �� K �� 	 ��� F;!�# $�� �� ��� !�� �������� ���
60 × 48 × 51/2 = 73, 440 ���&������ �� P �� 	 ��� F3B!�#

����� MQ�������� �����	��� ��� ��������	���� �� 	 �����	� ��������� )��#
5���437- �� �����	�� ��� !��
 � (����� %����� )*�+$ *���+�, ����!��
���� -�"�.�� �.� �"��%� !� ��%���!/� 5
�4=7# ��� P  � �����  � ���
��	��	����

yk =
∑

i

Pikxi +
∑

i

Qikx2
i +

∑

i>j

Rijkxixj , k = 1 · · ·m.

�"�	�� �	�� �����	� ���	���� �� Yi ���� ��� 3 y′
i ����������# �	�� �����	� ���	�

���� �� y′
γ �	� ���� ��	� ;4 ����������� παβx′

αx′
β 
 ����� παβ 8� 	�� �����	��� ��

��� ������ �� ��� �� ��� ci8� )�� !��� ����� ���	�	�	 �� 	 ����������� �	 ��-#

Pik =
m�

γ=1

�
��(MT )k,γ

�
��[γ ≤ 12](MS)γi +

�
παβ x′

αx′
β

�� y′
γ

παβ ((MS)αi(cS)β + (cS)α(MS)βi)

�
	


�
�


Qik =
m�

γ=1

�
��(MT )k,γ

�
��

�
παβ x′

αx′
β

�� y′
γ

παβ (MS)αi(MS)βi

�
	


�
�
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Rijk =
m�

γ=1

�
��(MT )k,γ

�
��

�
παβ x′

αx′
β

�� y′
γ

παβ ((MS)αi(MS)βj + (MS)αj(MS)βi)

�
	


�
�


:� ��� ������	 ��� Pik
 ��� ���	���� [γ ≤ 12] ��	�� 	 ���� ��	� �� ���� �������
�� γ ≤ 12# ��� ����� �	�� i < j
 �� %��� %��

Rijk =
∑

πxαxβ �+ � �	%, �- yk

[π ((MS)αi(MS)βj + (MS)αj(MS)βi)]

��� ����� k
 ���� �������� ��� ������  � ��� �	���" MT �� %�� 	�� Rijk 	� ����
)5
�4=

���437-# �� 	�� ���� 	 �� �� ������� ��� ������ !�� �� ���� ��	� =
������� K����������	�����
 ���	���
 ��� �����	�� �	�� cT �� T �� �������� �����

(cT )k =
n∑

p=1

⎡

⎣(MT )k,�

⎛

⎝(cS)� +
∑

π xαxβ �� y�

π (cS)α(cS)β

⎞

⎠

⎤

⎦ . )=-

0��	��� �� ���������� 	�� ���������� ����	����� �	�  � %���� �� 	� 	 ���#

$�� 
���� ��%��� �"��%��

,���� ���� ��� L�����	�M ������ ���� K = GF(216) 	�� k = 4# �� ���� 	���
������� �����	����� �	�	 ��� ����� ����	���� �� E��#

�����′� ���� �� ��� k = 5 )L = GF(280)- �����	� �� 3# $�� ������	����� 	��
�����%�	���� ���� ������" 	�� ��������������#

����+� :� ��	� �� ��	�� �	�� ��� L����M����������	����
 �� ��� K = GF(28)
	�� L = GF(232)# ���������� ���� �� 	� �� ��� 	 ��� �������#

����++� *�� ��!� E���4
  �� �� ��� ������	��� �� �	!� �	����� �� �������
���� ��!���# ���� ����������
 	��	�� ���	� ���  ���!� (B, B′)  � �������
P(B), P(B′), P(B′ �B−1)
 ����� B−1 ��	�� �� �	!� ��� �	����� ������� ��
K �� ����� ���������
 	�� � ��	�� 	������� ������ |K|#

GF(28) ���������	����� 	�� ����� ����� �	���� ��	� GF(216) ���������	�����#
$��������
 ������� ��� ���������� �������� �� E���4 ����� ����� �� ����� �	����
��	� ��� ��� �� ��� ���������� �������� �� E���F
 	�� ��� �� �	�� ��� ��	����
!�� ��@�� �� E���4# 2���� ������	����� 	�� �����  ����#

' �����	��( � )��	� *����	�%

+������� 	�	����� ��� MQ�������� 	�� �	������  � ��� �	�! �� L����	 �� �����
����M# ,� �	� 	� �� !���
 ��� ���� 	������ �� ���� 	��	 �� ��� �� 5���4<7
 ����� ��
��� �������� �� 	�������# ,� 	 ������
 ����� �� �� �	�� �� ���� ��	� 	� MQ�������
�� ��������  � ���������� 	 �����	�	�����# +� �	� 	 ������������ �	� ���� ���� ��	�
������� 	��	�!� ���8� ���! 	�� 	�� ��� ��!��� �� ���!# �� ��� �� �� ���  ���
�� �	� ����� ��� ��������	����# ��������� !���� 	��	�!� �� ��������	�� 	���
'(�� �	�  � ������� ��	���%�� ���� ���� !�����
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��������!��0����!��!"�� ����"/�� , ������ �������� 	��	�!� 	�	��� ����
������ �������
  �� ���	��� ��� 	������ 	�	���� '(��# �� ���� ������ � ���
!���� 	��	�!� �� ��� 	����#

1!���� ��2�-���3���� 4���/5 ����"/�� $���� 	�� �����	� 	��	�!� ��	� 	��
����� ������� 	�	���� ���� ��� �	���� ������ �� ��� �� ���  ���%��� ����# ��
1��� ���� ��� ���  ����
 ���	�� ����� �� ,������"#

��2�-��!" ����"/�� $��	� ���� ��	�� 	�� 	��	�! ����� ��������	���� �����
���� �� ������� 	 ������ �� ���	�����
 ���	��� ��������� ��� �� ��� ���������
�� ��� ������# �� ���� ����	��@� ��	� �� ��� �����#

���# ���"!��!6�� ����"/�� 2 �������
 	� 	��	�!� �	� �� ����� �� ���� 	�����
�� ��������	� ������� �� ��� ������������# +��� �� �	�� ���� 	�����	 ����� ��
	 ����� ��	�� �� �������# 2����� �� ���# ����� ���� ���� ��� ����	�� ���� ���
����� ����������	� ����� �� ��������� �� ���� �����	�	����� ���!
 �	�� ���	�
)�#�#
 ��� .�� ����E����� 	��	�! 5.E4;7 �� ��� ������	� +��,+�- ������ ��
��� ���! �� ����� �������#

�� ����	� ��	� ������� ��� ������ �� ������ !���� 	��	�!� ���� ��� ��	�	����
��������# :� �� 	� L������	� ���M ��� MQ�������� ���	�# �� ���� �� ��	� �� �	�#

7�� ��#������#�!� 	�!�2 ���/ ����"/�

L*	�! ,��	�!�M ������	���� ��� ���� *	�!
 ��� *	�!
 	�� +��	�	���� �� 2���
	���J����	� 	��	�!�# $���� 	��  	��� 	��	�!� 	�	���� ��� +$+ �� H2J  	���
��	������ �� MQ��������# ����
��" #
�� �


��� �� ��
 ���� �� 
�� �� ���

�
���� ������
	�� ��������

�������!�� �( 
!� ��� �!��2�� 4	
�5 ����"/�� +������� ����� ��� ���
L����M ������� )E���4- �� 	 ��� 2100O ��� L����M ������� )E���F- ��
	 ��� 2140#

�!2� ���/ 48.�� ���/5 ����"/� +������� ����� �� 	 ��� 2128 ��� ��� L����M
������� )E���4- 	�� 2181 ��� ��� ������������ )E���F-#

1�� ���/ 4���/ �� �!����/5 ����"/� +������� ����� �� 	 ��� 2128 ��� ���
L����M ������� )E���4- 	�� 2172 ��� ��� ������������ )E���F-#

+�� ,������" , 	�� ����������
 �	������	��� 5.�44

�4=7 ��� ���� ���	���#

7�� ��#������#�!� 	���� ���"!��!6�� ����"/�

�� ������ ��� ������ ��� �� ������ �� 	�� �	����� !���� �����	� 	��	�!�
 	��
���� ���������� ������ �����	��@�� 	��	�!� ������� ����� 	�����	 �����#

2�� �����	��@�� 	��	�! ��	� �� �����%�	��� �������� 	����� �� ��� '	�	��� *��	�
�����
 ����� �	� 	���  � ���������� 	� 	��� �	�� 	��	�! �� 	 ����	��	��� �	 	��	�!#
:� �	� ����	� �	�� ������� ��	� �	�  � ������ �� 	� �� ��������� �	�! ;#

��# ; �����%�	��� �	� ��� �	���" �������� 	��	����M1M2
 M1M3 	�� MT
2 M3#

$��� �	!� ���� 	��	��	�� �� ��� ��������	������ �� �	���" ���������	����# 2����
	��	�������� ���� ���	�� ���� �� '	�	��� ���	�����# ��� �"	����
 �� �� �	�� N =
M1M2 	�� N ′ = M2M3 	� �	������ ���� ���������� ����	� �� ��� Yi8�
 ���� ��
���� �	�� ��� ���	����� ������������� �� NM3 = M1N

′# ,� ��� �����	� ���	�����
��# ; 	�� �������
 �� ���� '	�	��� ���	����� �	�  � �����# �� ������ ���� ����
�� ���� ���� ���� GF(2)O �� 	���	��� ������ �� ���� GF(4)#



<:> A%$�% &��� �� ��%

+ ��#����	� �����������	�

�	���	���
 	� 	��� �	�� 	��	�! ������ �� 	�� ��������� ��	� ���� ���� 	 �������
������� �"������# $���� �	�  � ��������
 �� ����� �	� ���  �# $�� ������
�	�  � ����	�
 	� �� '	�	��� ���	����� ��# C∗ 5'	�6=7
 �� ��������	�
 	� �� ���
��������/�	��P���A��" 	��	�! �� ��� 5�0�4<
 �A4<7#

,� ��	�	�����@�� 	 ���
 ������	��� 	� 	��� �	�� 	��	�! ����� ���� �� �������
	 ������# ,� ��� ������
 ��� ��	�� �� ��� 	�� �� �����������  � ��� F5 .�Q ���
�	��� 	�������� �� A#��# �	��P�� 5�	�4;7 ����� ���  ��� �� ��������	��� 	�	��	 ��
�����	�� �� 	 ������� �� ��� ����������� F4 5�	�667# ��� !��� ��� �� �����	�
F5 ���������
 	�� ����	���� ��� ���� !���� ���������	���� �� F5 �� ��� ��� ����
 � 0�# �	��P�� ��  ��	! ��� ��	������ F#

$�� 	�����	���� ������� �� R�/�R�  � �������� �
 
� 5�('+447 �	�  ���
	�	��@�� �� ���� ����� 50��43

�437# $��	� R� �� ���	��� ���������� ��  �
	 ���� ���	���� �� F4�F5 5,�++437# $�� 	���������  ��	���� �� ��� .�Q ���
�	����R� �	���� �� ������ ��  � 5��+43
 ��++4=

���437#

9�� 
� �:���"�!�� �( ���� 
��"��-�� �#���%�

,� ������	�� ���	�! �� ��	� ��� 	��	�! 	�	���� ��� ��	������ F �������� 	�
	��� �	�� �"��	����� �� ��� 	���	� ������ ��  � ������
 ��� ��	� �� �����%�	����
���� �������������� ��	� ��� ������	�#

+��� 	� �"��	����� ������ ���� ��� ��� �"��� �� �����	�# ,� ��� ������
 ��
�	�� �� �	� �� �������������� ��� ���������� ������ ���� �	���� ��	��	����#
$��� ���������� �� ���������  � ���� �"��������� ��	� �� �	�
 ������ �� �����
������� �������� ���� ����	����@�� ������� �� E��
 ����� GF(4) 	� ���  	�� %���

	�� ��� ���� �� E,.E, 	�� ��� ������� �� F4  ���� �������#

���	���
 �� �	���� ���� ��� ��� ����� ����� ��	� 	 ������ �� �"��	����� ����
����	 �� ������ �"����
 	� ��� �"	���� �� 5A(E+4=7# �������
 �� �	�� ����!��
��� �� 	�� 	� �	� 	� �� �	� ����
 �� !���� ������ �� ���� �"��	����� ���!�#

��� �� ������ � ��� 5A(E+4=7 	��	�!  ���K�# $��� �� 	� 	��	�! �� ��� �������
���� ������ $*E��; �� �	�� 	�� ��	�� 5��437# $�� ������ �� �������� �	�
�	�� �	��	 ��� 	�� ���	�����
  �� ����� �� 	 �� ������ �� B �	��	 ��� 	�� FF
���	�����# $��� �	� �	�� �� ��� ��	����� �� $*E��;# $�� ��	!���� �� ��	�  �
������� 	 ������%�� ������� �� R�
 ��� 	��	�!�� �	� �������	��� ����	�� ���� ����
��	� �� ������# :� ��	������� ��	� ��� 	�������� ������	��� 	� ��� ������ ��	� ��
�������� �� ����� ��� �����	� �� ������
 �����	� �� ��� ���� ������ ������ ��	�
�����  � �������� �� 	 ������� ������ ���� 	� �	�� ���	����� 	�� �	��	 ���#

:� 	������� �� ������ �� �"����� ��� 	��	�! �� 5A(E+4=7 	�� ����������� ��	�
�� ���� ��� ���! 	� 	 ��&������� ��� ������
 �� �	� 	 �������%����� 	��������
�� ��� �����	� ��������	�� 	�� ����� �� ���� �����	� �� ������#

9�� 
� ��� ����� �( �;.��!�������!�2

:� ����� ��	� ��� ���� �D������ R��������� ������ �� �R� 5
���437
 	�� ���
�	�� ���	 	������ �� F5 	� ��	�� �� ��� ������� �	��# $���� 	�� 	��� �	��� 5
�437
����� R� ���� ��� 	�� F5 �	� ��� ���!#
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:�����
 ��� ������	���� �	���%�� 	 ����	 ���� 5
�437 ����� �	�� ��	� R�
���� ��� ���! 	�� �R� ���� �	!� ������# F5 �� 	��� �"������ �� �	!� ������#
�������
 �� ��� ��������� �� ����� 	����� ��	� �R� 	�� F5 ���� �������� 	� ��
��� ��������	�� 	�� �������#

,������� ������� ���	�����
 F4�F5 ���!� 	� ��� ��	����� ������ D �����
��� ���&����� �� tD �� (1 − t)m−n(1 + t)m �� ���	���� )5��++4=
0��43

�437-#

$�� �����	�� ���� �� ��� ���� ������"��� �� �����  � E
((

n+D−1
D

))

 �����

E(N) �� ��� ���� �� ������	���� �� 	 N × N �	���" ���	����# ���� �� �	�� 3?
�	��	 ��� 	�� 94 ���	�����# ,������� 	 %��� ��@� �� q = 256 )��� L����M �������
E���4-
 	�� E(N) = N2(4 + lg N/4) �� ������ )	 ���� ���������� 	���������
��	� �������	���" ������	���� �	� ���! 	���������	��� ��!� ��	�����	���" ������
������� ��	� �� �	!� ���� 5
���437-
 �� ��� 	 ��� 297 ������ �� 	 ��� 	 293

���������	����� �������� �����#
$�� ���������� ��
 ����
 ��	� ���� ����������� ��� ����� ����� ��	� ���� �����

��� ���8� �������� 	� 	��
 .�Q ��� �	��� 	�� ���	��� ������� ������  � ����
�D������ ��	� *	�! ,��	�!� 	�	���� ��� �������
  �� ���� ��� ������ ���� ����
 ���� 280
 ���� 	 ��� �� �	���� �	����#

, ��������	�� �� ����	��	��� �����������	� ��� -�������

, ������	���� �� ��	������	� 	��	�! ���!�  � %����� �� 	�	���� �� ���� !��� ��
��� ��������"�# C�� �	�� 	��	�!� �� �� ����!�� ������������� ��� ������	���� ��
��	������	� 	����	���# �� ������� �� ���� ��� �	������	� ����� �����%�	���#

2�� �� ��� 	��	�! 5�.+4=7 �� ��� ������ 'E:# ������ �
 
� ���� ��D������	�
�����	�	����� ���� 	 ��������� ��	������	� �������������# ����� ���������
 ����
���� ��� 	���� �� ��� ������ 	�� ���� �� ���%����  � ���� �������	� �����#

$�� ����� �� ���� ���� �����	��# 2�� ������ �������� X1X4−X2X3
 X5X8−
X6X7
 	�� X9X12 − X10X11 	�� ��  � ����@��� �� ��� 	 ���������� ����������#
$��� 	 ������  ���! ���� �	�� �� ������� ���� ��� ��� 	 ����� 3/|L|#

��� ��� L����M �	���� ������ E���4
 ���� ��	��� �� �	����� �� 	 ��� 2−30

	�� ��� ��� L�����	�M �	���� ������ E���F
 �� �� 	 ��� 2−62# $��� ������� �� 	
����� �� 	��	�!  � �������� 	� ���������� �	������# �������
 ����� 	�� �� �	��
	� 	��	�!�� �	� �	���� ����! ��	� ��� ���������� �	���� ���������� �� 	 @���
�� ��� �	�� ��������	��# C�� �	� �� �����	�� �	���� ���� ��� �	����� �����
X1X4 = X2X3 	������ ���� ����� �� �	!� ��� �� ��� 	��� �	�� �	�����# �� �	�
��� ��	�	���� ��	� ���� �	!�� �	�� �� 
�� ������	���� 	��	�!�  	��� �� ����������
�	����# �������
 �� �	� �"���� 	�� ���� 	��	�! ��  � �����%�	���� ���� ��&����
��	� 1��� %����� ��� ���� �������	 �� ��������"�# $��������
 �� �	� �������
��	� ��� L�����	�M ������� 	�� ����� ������ ������ ����� ���� 	��	�!�#

<�� =���!-�� ��#������#�!� �!� ��������!�� ��� 
!%!�2�

C��� ��	� X1 = 0 �� ���� ���� ������ �� 	� 	��	�!�� ��	� 	�� �� ��� ��������
�	���  ���� @���
 ����� �� �� 	� 	&�� ������	# ,� 	�����	�� ��	� �	� �����������
������� X1 = 0 �	� �"����� ��� ��������� 	��	�!�



<:; A%$�% &��� �� ��%

��#������#�!�� ������� �	����  ���!� )�������- 	�� ���� �� 	 ���������� ���
���� )�� ��	���- ��� ���������� ������������O �������� ���  ���!� Bi ����� ������
�������� ��������"� ������ �� ���������� �	������ )�� ������ L�����M-# ����� ����
	  ���! Bi �� ����������
 ���� aBi + (1 − a)Bj ��� ���������� ��� 	 ��� �	����
a8� 	�� ��� �	�� j < i �� %�� ��� �� �� ���������� �� 	 ������ ����� X1 = 0
) ��	��� ���� ������� ���� 	� 	&�� �� ��	��-# ������� F; ����  ���!� �� 	�
�"������ 12|L| 	�������# ���� ���� ��� 	 ����� �� �	�� ����� ��� 	&�� �� �
��	�� X1 = 0# *������� ��� ��������	�� �� ���� 	&�� �� ��	��
 	�� �� �	�
������� 	 E��*	�! 	��	�! �� ��� ������� ���	����� ������������� �� Y3# +����
�	�� ��	��	���� �	!�� 	 ��� mn(n + 3)/2 ���������	�����
 ���	� ���� ���� ��
12|L| · [mn(n + 3)/2K����������	�����+ ���������� ����]#

$��� ���	 �� ����� ���������� �	������ ����� �� �	��  ��� ��������  � '����
�
 
� 5�C'+4<7# $�� ����	�� �����	�	����� �������� �� ��	� �	��� �������� ��
	 �������� �� ��� ������� ������� �� C$*H ����������# $�� ���	 �� ����� E���
*	�! 	���� ���� ����� ��������� �	� �	��  ��� ��������  � A# 0��� 	�	���� ���
����������� ������� �� ��$$+ 50
437#

$�� 	�	����� 	 ��� ����� ��	� ��� L����M ������ E���4 �	����  � ���� �� 	
'�������!� 	��	�! �	� �"�����# �������
 	�� �� ��� ����# ,�������� �� ,������" �
�� �	� ������� ���� ���� X1 = 0 ������� 	� 	������	 �� ����� ��D������

	�� ��� �	�� ���	��������	�� 	��	�! �	���� �������� ���� X1X4 − X2X3 = 0

�	�
  ��	��� �� �� ��� 	� 	&�� ���	����# $��������
 ��� ������ �� ,������" �
��	�	����� ��	� ���� 	 �����	�	����� ���� ��� ����	��#

�������
 ��� E���F
 �� �	�� |L| = 264
 n = 48
m = 60
 �� %�� ��� ������"���
�� ��� �����	�	����� ��  � 	 ��� 285 ���������	����� �� L
 ����� �� 1��� 	 ���
 	���� ������ ���� �� 	 ���� ������������� �"���� ��� 	 '�������!� 	��	�!# ���
E���F′
 ����� L = K

5 �	���� ��	� L = K
4
 ��� ������ ���� ����� 	  �� ������

 �� ��� '���������� 	��	�! ���� ����� �	�� 	 �����	�	����� ������"��� 	 ��� 290

���� �� �� ���!�# ���	���
 ���� �� �� �	� %�� 	� 	�����	���� �	� �� �"����� ���
'���� 	��	�! �� E���4
 �� �	� ����� ��� E���4+#

. /���������� -���

�	���� ����� ��	� ��� ������� �	�� ����� !���� 	��	�!�
 �� ����  ������
��	������� �� ���� �������	����# �� ����	�� ��� %��� ���������	����� ����
��� ������SS �� �	�� ) �����	�!� 	� ��������������	∼���
��	��
��������

����-#
�� ����� ��� �����	�� �� ��	�� �# $�� ������SS �� �	���� 	�� �� ������

������ ������@��  ��	����# �� ����! ��	� ��� �	�	 	 ��� ����� ��	� ��� �������
�� ������� 	�� ����������� ���� *+, 	�� ���# 2� ������
 ������SS �� ���
��	��� 	� ���� ������@�� ��� ��� 	� ��� *+,#

��� ����	�����8� �	!�
 �� ���������� ��� �����	�� �� �=F 	�� ������ ���
�������	��� �� 	 ?4=F# 2��  ���! ���������� �� E���F )K = GF(216), L = K

4-
�	� ��� �� ��� ��������� ��	�� �	�� ����������� ��	����� );3!� ��'*2E

��������� ����	�� !�� 	�� ����O ;=9  ��� !����
 F4 E�@  	��� :���� ?4=;
 ��
�"��	 *,E- �� 4#;?�# E���4 �� E���4+
 �� 	�����	 ��
 ����  � ���� �	����#
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����	 �� E�� ������� �� � <%B.�7 E������ �������
 ���� ������FF ��#����

������ *����A�� (�#�)�� ����)�� .����� ������� (�#����

-�
$<>;: <>;: #��� <;D * @;> * >%DB ��� :%C= �� >%<D ��

-�
$;>:D ;>:D #��� ;=B * B:> * ;%C< ��� ;D%<@ �� >%:= ��

 �� �$<== @<> #��� :> * ;> * >%>; �� C%9< �� <;%>9 ��

�' $< =<; #��� <; �* <:C �* 9%9> �� @; µ� >%DB ��

�' $<′ B:> #��� <D �* ;D@ �* ;@%:> �� :D µ� <%C9 ��

�' $> ;=B #��� B �* C@ �* ;%;< �� ;%@ µ� >%<; ��

�' $>+ =<; #��� B �* C@ �* ;%;< �� C%> µ� >%@9 ��

.���� ��	� *+,�F4;3 �� 	� :�%���� +���99R93�;' )	 ������ �	�� ���� ;4?
!� *2E
 =4=;  ���� *,E
 93 !� ��'*2E
 	�� FF44� �� ,��	���� ������
������- �	!�� 4#3� 	� ��� �	�� ����!
 ���� ����� ��	� ��� ���	 �� �� �	������
�	� �������� ��� ����	����� ����� ��������� 	�� ��	���# $��� ��������� ��� �����
�� 5,�0+4<

���437
 ��	� ��
 ������	��	��� 	�� ����� ��������	���� ��� ����
�������� 	�� ����	���� ��������	��� ���� ������� ��� �������� �� ���������#

�� 	��� ���� ��	� ���	��� ���������� �� �����	��@�� 	� ��� ������� ����� ���
�������� �� ����  � ����� ��� �	���� ������� �	�	 �� ��� �������# +� ����������
�� ���� ��!��� ��  � ������������������# ����������
 ������� ��� ���� 	 ��	��
�	�� �� ������ ��� �� ��� �������� �� ���� ��!��� �� �	�� �� ������� ��������� �	�	

�� 	 ��	�� �	�� )	 ��� �������� ����- �� ���� ��!��� �� �	�� �� �� ����������#

, ��� �� ������@	����� ���	��� ��  � ���� ��� 	 ��� ������
 �� ������
 ��
�	������	� ��� �������%�� �"������� �	�  � �����������  �����# �� ���� �� ������
������ ���� ��������� �� ��� ������#

�0 -	�����	��� ��� �������

�� �	!� 	 ��� �������� 	 ��� ������� 	�� ������	�� �� ��� ������#

�+�� � 1!���� �!����#

$��� �� ��� ���	����	� )�� �	��
 �� �� $��!�	���- �	� �� 	��� �	�� ���������

y1 = x1, y2 = x2 + f2(x1), y3 = x3 + f3(x1, x2), . . . , yn = xn + fn(x1, . . . , xn−1).

, '(�  	��� �� 	 ���	����	� �����	� �	� �� !���� ��  � ��	! �	��� ��# $�� ���	
�� ����� 	 ����������� �� ���	����	� �	�� �� ����� ��� ������	 ����� )+����������
$��	����	� +����� *���	���
 +$+�*- �� ���������  � $$E 5E��667# �������

��� �"������� �	� �	���� 	�� �� �	�!��	�� ����	���� 	�� 	�	��	 �� 5.�44

�4=7#

�+�� �� ���.� �( 
��%!����2#

$�� �����	� ���	 ��� ��� ������ �� ��������  � �#��# �	�� 5��4=7# $��  	���
	����	�� �� ��� ������� �� ��	� �� ��� ������	� $$E# :� �� ���� ����	����
 �#�#
 ��
	 char = 2 %��� ��# ; �	� ��	�� ��!� ���� �������  ���� ��	��� ��D������

y′
1 := [Y1]1 = (x′

1)
2 + [detM2]1 .



<:: A%$�% &��� �� ��%

$��� ���� �� �	� �� �	���� ��� L$�	��	 �� *	����	� E	�M 	�������� �� �	�� �



� 5��43
��4=7
 ��� ���� '(�� ��	� ���� ������������ �� L��	��	 �� �	����	�
�	��M 	� L��	��	 �� �	����	� �	� �������������M )$*E�- 5��43
��4=7# 2�
������
 ����� �� 	 %�� ����  ������  ���� ������ �����	� 	�� ������  ��	�# ���
�"	����
 ��� �����	� �	�� �� ��� 	�� C∗ 	��  ��� L��	��	 �� �	����	�M �	��
)1��� 	� ���� 	�� L�	�� ��	������	����M �	��
 ����� ���������� 	�� 	 �� ����
�� L��	��	 �� �	����	�M �	��O �� ����  � 	���� ��	� ��� 	������ �� $*E� ��
��� ��	�� ��� 	� 	 $*E�-# ��� �� ���	��	�� ���	���  ������ �	����� �����
��������� �	� ���  ��� 	�����  � 	�� �����	�� �� ��� MQ �����# ,� ����������
��	��� �	� ���! �� ��	� �� ��	���� 	� L$�	��	 �� *	����	� E	� ������������M
�� 5��43
��4=7 	� ���� 	� ��� ��������� ������� �	���� 	�����	����#

�� �������	��

C� ����� ������� ����	���� �� ������	��	��� ���� ��� +$+�* ���������
 ���� 	�
$$E )$	�� $�	������	���� E�����-
 	��  ���� �������� ���	�# �� ����! ��
�	�� ����� ��	� ����� ��� ����� �� �� ��� ���	���
 ����� �� ���� ����� �� ���
���	 �� +$+�*
 �� �	������	���# �������
 �� �	!� �� ������
 �� �	�� �� �����	��@�
 � ����� ���� �����	� ����	����� ��	� $$E# :� �	������	�
 �� ���� ���������
�	����	� ����	����� 	�� ���	�� �����# $�������� �� �� ��� $$E 	�� ����#

$�� ������������ �� ��� ����!� �	���	��� �	� ��������� ������	 �������# ��
������ ��� ��� �	����� �� ���������� �	�  � ������ �� 	 �������	��� ��� ������
	�	����� 	� '���� �
 
� ��� ��� ��� �������� ������� �� C$*H# �� 	��� ���� ���
	������� 	� 	������� 	 �����	� �	��# �� ��	�� �� ������ �������	�� �� 1���� ��	�
	�� ��� ��� ������ ����  � ����������#

,� �� �	������ �� �	�� ����������� )�#�#
 5�'4=7- 	 ��� MQ��������
 ����
��	���� �� ����	 �� �������� ����� ��  � �	�� �� ����  �# E	�� �����	�� 	��
�������� ���� �����# ��� ���� ��
 �� ���� �� �	�� ����� ��	� ����� �� ���� ����
�� MQ��������
 �� �	������	� ���� ���%��� �����#
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 ��3"*�� �
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GL���>:H *%$L% L���� J%$�% ����� ��
 �% ��������� !� ���
�����	 ��	
���� *���"

���� �� �� ��� ������� �����" ������ ��������	 �������������� �����
;>>:� A��� �% @;B9� �% :><$:<@%

� � )�	�� -����	��	�� �� 1��2 �����2�

�� ������ � ��� ����	� 	��� �	  	��� 	��	�!�  ���K�#

�������!�� �( 
!�������!��2��� �������� 	 ��� �� ��������	�� pi(x1, . . . ,
xn) ����� ��� ��� �� �	��	 ��� {x1, . . . , xn} �	�  � �	��������� ���� ���1����
�������� V � O
 ���� ��	� �� ��	��	��� ���� �	�  ��� �	����� �� ��� �	� ��


O# :� �� ������� �	�� �	��	 �� �� ��� �	���
� ��
 V 
 �� �	� ����� ��� �	��	 ���
�� O 	� 	 ����	� ������# $��� �� �	���� 	 H2J ���������#

(����� �
 
� 	��	�!�� H2J ����������  � ���������� ��� �	� �����
��

5('.66
(+6?7# :� ��� ��@� �� ��� �����	� �����	� ��� �� ��� �����	� ���	�
����� �� v
 ���� �� �	� %�� ��� �� ��	�� ��	����  � ��� ��� �	��	 ��� ��
q2v−n−1(n − v)4 %��� ���������	�����#

�� �	� �	�� �� �	������ �������
  �� ���� 	 �������	���� ���	��� ��	��
�� 	 �����	�	����� �� ��� ������# , �����	� �� %�� �	"��	� ������� �	�
������ ��	� �� �� ������ ��� qi ����� 	�� ���! ���� L
 ���� m = 15
 n = 12

v = 9# +� ���� ��� L = GF(232) �� ��� L����M ������� )��# +��# =-
 ��� ��������
����� �	� 	 ��� 2100
 ���� ������# $��� ����� ��	���	 ��  ��	��� ��� (�����
	��	�! ����� ���� �������� ���	�� ����	���� �������#

�!2� ���/ ����"/� �� �	� 	�����	�� ���� ����� ��	��	��� ��������	� 	 ����
������ �	���"# $�  � �"	�� p =

∑
i≤j aijxixj +

∑
i bixi ����������� )���

char = 2- �� Mp := [Aij ]
 ����� Aij = aij �� i < j
 aji �� i > j
 	�� 0 �� i = j#
H��	��� r = rankMp
 �� 	�� ���� �� �� �	� �����

∑
i≤j aijxixj =

∑
lalb ���

	 ������� ����������� ��� �� ����	� ����� l1, . . . , lr#
���	����� �� ��� �� ��� !�� ���� ��  � ���� �	�! 	� 	�� ���� �� ����� ����	�

��� ��	�����# �������
 ���� 	 �	��	 �� xi ���� ��� 	���	� �� 	 �������
��	� p
 ��� 	�����	��� �	���" ����  � ������	�
 �#�#
 rankMp < n# $���
 ��
���� �	��	 �� 	���	�� �� ���� ��� �����	� ���	����
 ��� ���� �	��� �� �� ���
��������	�� (pi, pj)
 �� �	� %�� 	 ����	� ��� ��	���� pi + λijpj ��	� �� ����
��	� ���� �	�!# $�� �	�� ���� ��� ����	� ��� ��	����� �� (u + 1)������� ��
�� ��� ��������	�� �� 	 �	��	 �� 	���	�� ���� �� u �����	� ���	����# , ������
	�� 	 ���� 	��� �	�� )	�� ��������- ���������	���� �� ���� ���	 �� �����  �
5.�447 	�� 5�+J6<7 ������������#

,�� ����
 ���� 	��	�! ����� 	�����
(
un2 + n3

6

)
qu ���������	����� �� 	��

���� ���������# ����
 �	�� Xi 	���	�� 	� ��	�� �� 3 ���	�����
 �� ���� ���
L = GF(232) �� E���4 )��� L����M ������- �� +��# =
 �� �	�� 	 ��������
����� 	 ��� 2128# :� �� ����� 	  �� ������ ��� ��� L�����	�M ������ E���F#

1�� ���/ ����"/� $��� �� 	����"��	���� ��	� �� ��� �������� 	��	�!#
:� p �	� �	�! r
 ���� 	 �	���� ������ x �	����� Mpx = 0 ���� ��� 	 ���

��� q−r# �� ����� 	� x 	�� ��� �� ����� ��� ��� ����	� ��� ��	���� ��	�



<:D A%$�% &��� �� ��%

�� Mp# ��� ���������� ������� m > n
 �� ����� 	�� ��� �	�� �	������
��	����  � ����� ������������� �� ��� �� ��� ��������	��# :� ���� �	�� ��
���� ����� 	� x1, . . . ,xk
 ����� k = 	m/n
# $��� �	!�� ��� ����	� ������∑

λiMpixj = 0, j = 1 · · ·k �� ��� λi ��������������# :� ����� �� 	 ������
����	� ��� ��	���� ���� ��� ������� �	�! r
 �� �"���� �� %�� �� ������ qkr

�����#
$��� �� 	��� !���� 	� ��� E��*	�! !����� 	��	�!# ���� ����� 	�� ����

��	� ��� !����� �� ��� �	�� �����	� �	�! ��	� 	�� ������ ���1����
 �� �	� ��
 ����� 5
�4=7# :� ����� 	�� c ���� !������
 ���� �� �"���� �� %�� ��� ������
qkrkmn(m + n)/c %��� ���������	�����#

����
 Y3 = X3 + detM3 + X1X2 + [
###]
 �� �	���� ��� %��� ���������
 ����

�������� �� 	 ������ ���	���� ���� ��� ��	����� �	�! ����� k = 2
 r = 2

q = 232 )��� ��� L����M ������� E���4-# $��� ��� ������	� �� 5.�44

�4=7
 ��� ����� ���� ��	� 2128 	� ��� �������� �����#

'��	�� ����� �� 5.�447 ��� ���	��� �� ���� 	�� ��� *	�! 	��	�!�
 5('.66

��'4=7 �� ��� �� 	�	���� 2�� 	�� J����	� ������
 	�� 5
�4=7 ��� 	 ������
����	��#

) ������	�# Q ��� �	��������	�# X1 = 0

���� �� ��� �	�� �������� 	�������� �� �����������#

F# ����� %�� X1, X2, X3 �� 	 ���	����	� �	���� ����

X1 + Q1 = Y1 +
�

(Y4 × Y7 + Y5 × Y6)(Y8 × Y11 + Y9 × Y10)(Y12 × Y15 + Y13 × Y14)−1

X2 + Q2 = Y2 +
�

(Y4 × Y7 + Y5 × Y6)(Y8 × Y11 + Y9 × Y10)−1(Y12 × Y15 + Y13 × Y14)

X3 + Q3 = Y3 +
�

(Y4 × Y7 + Y5 × Y6)−1(Y8 × Y11 + Y9 × Y10)(Y12 × Y15 + Y13 × Y14)

$�� 	���	� ����������	����� 	���

)	- �	����	�� det(M1M2) = Y4 × Y7 + Y5 × Y6#
) - �	����	�� det(M1M3) = Y8 × Y11 + Y9 × Y10#

)�- �	����	�� det(MT
2 M3) = Y12 × Y15 + Y13 × Y14#

)�- �	����	�� detM1 =
√

det(M1M2) det(M1M3)/ det(MT
2 M3)#

)�- �	����	�� detM2 = det(M1M2)/ detM1, detM3 = det(M1M3)/ detM1#

)�- �	����	�� Y1 + Q1, Y2 + Q2, Y3 + Q3 	�� ��� ���	����	� �� ����������#

;# �� X1 �= 0 ������� M−1
1 	�� ����� � M2 	�� M3
 	�� �� 	�� ����#

<# �� X1 = 0
 �� ��� B = (det(MT
2 M3))−1 	�� ������� A = X−1

2 
 ����

X7 = Y4A

X8 = Y6A

X11 = Y8A

X12 = Y9A




 4��
���$'���
6 ������������ (�#���$)��  ��������� ������ <:9

X9 = det(M3)B (Y12X8 + Y14X7)
X10 = det(M3)B (Y13X8 + Y15X7)
X5 = det(M2)B (Y12X12 + Y13X11)
X6 = det(M2)B (Y14X12 + Y15X11)
X4 = det(M3)B (Y6X6 + Y7X5)

C��� ��	� ���� 	����� ���� �� �� 	�� ����� �	��	 �� �	������T �� �	� 	���
��� ��	� ���� �	�� �	!�� F ����� ���������	���� 	�� 3 ����� 	�������� 	���� 	
�	����� �����
 	�� ������ �	� ��� ���� ���	��� ���� ���� ���	���� 	�����#
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